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A. Bin/~re G e m i s c h e  u n t e r  b e s o n d e r e r  B e r t i e k s i e h t i g u n g  y o n  
A z e o t r o p e n .  

Wie einer der Verfasser zeigen konnte 1, 1/~9t sieh das Verdampfungs- 
gleichgewieht bin~rer 5~ischungen durch graphisehe Integration der 
D u h e m - M a r g u l e s s c h e n  Gleichung 2 aus der Gesamtdruckkurve exakt 
ermitteln. 

Bemerkenswerterweise wird f~st in der gesamten einsohlggigen 
Literatur darauf verzichtet, die grunds~tzliche L6sung dieses praktisch 
so wiehtigen Problems gebtihrend herauszustellen, indem seit M a r g u l e s  a 

und Z a w i d s k i  4 mit N~herungsgleichungen gerechnet wird, die eine grSBere 
oder kleinere Anz~hl yon Konst~nten enthalten. Solche rein formale 
Ans~ttze ffir die Pgrtialdriicke bzw. Aktivitgtskoeffizienten sind aber 
nieht nur yon einer meist recht unbefriedigenden Genauigkeit, sondern 
sind vor allem in thermodynamiseher Beziehnng nicht geniigend durch- 
sichtig, da es im allgemeinen - - y o n  bestimmten Kombinationen der 
Konstanten abgesehen - -  sehwierig sein diirfte, diesen einen 10hysikglisehen 
Siam zu unterstellen. Erst  naeh einer vollst/~ndigen L6sung der formal 
mathem~tisehen Aufgabe kSnnte versueht werden, die auftretenden 

1 A . F .  Orlicefc, 0sterr. Chemiker-Zgg. 50, 86 (I949). 
Es bleibe nicht unerw~ihnt, da13 diese Differentialgleiehung auf Gibbs 

zuriiekgeht. Die in tier amerikanisehen und englisehen Literatur iibliehe 
Bezeiehnung als Gibbs-Duhemsche Gleiehung ist daher die riehtige. 

a M .  Margules ,  S.-B. Akad, Wiss. Wien 104, 1243 (1895). 
J .  v. Zawids~i ,  Z: iohysik. Chem. 35, 129 (1900), weitere Literaturangaben 

linden sieh bei A . F .  Orlicel~, 1. c. 
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Konstanten mit EigensehMtert oder thermodynamisehen Gr6gen der 
Komponenten bzw. der L6sung zu verkniipfen. 

Ftir die Integration ergibt sieh aus der Gleiehung yon Gibbs-Duhem 5 
dureh Vereinigung mit  der Beziehung: P = ' P l  3-p~ der bereits yon 
C. Drgclcer ~ in diese Form gebraehte Ansatz: 

pt--xP 
din P : d l n p l .  (1 - -  x) P (1) 

(P Gesamtdruek, Px Partialdruek und x Molenbrueh der Komponente  1); 
dureh Umformung erh~lt man eine Abelsehe Differentialgleiehung: 

dpt 1 - -  x dP 
dx : x P  dx " (2) 

l - - -  
P1 

Kennt  man nun dutch das Experiment  den Verlauf yon P,  also P und 

dami t  aueh ~ als Funktion yon x, dann ist Pl als L6sung der Di//erential- 

gleichung (2) eindeutig gegeben. Indessen ist die L6sung dieser Differential- 
gleiehung, die auf die Form: 

dz 
d ~  = / 2  (x).  z 2 + / ~  (x) .  z 3 (3) 

gebraeht werden kann, worin 

d P  1 
] ~ ( x ) :  P ~ - ( 2 x - - 1 ) ~ - ;  ] a ( x ) : x ( x - - 1 ) P  -dP- dx und z - -  p l - - x P  

ist, nicht geschlossen mSgliehT; ausgenommen sind bestimmte F~lle, 
z. B. die Trivialit~t, wenn P eine lineare Funktion yon x ist oder wenn 
zwischen [2 and  ]3 eine best immte Beziehung besteht. Zwar ist P selbst 
ein partikul~res Integral, aber schon bei einem Polynom 2. Grades ftir 
P wird eine glatte Integration unm6glich. 

Es kann aber eine numerische L6sung der Differentialgleiehung ge- 
funden werden, da sich P als Funktion yon x mit  Hilfe einer Interpolations- 
formel beliebig exakt darstellen l~13t. Man wird dann auf Potenzreihen 
oder auf ExponentiMfunktionen zuriiekgreifen. Bisher wurde mit  mehr 
oder weniger Erfolg ~rorzugsweise mit  letzteren operiert. Da man aber 
dabei gleieh die nnbekannten PartiMdrueke dureh Reihen ~nzun~thern 
versucht hat, fehlte ~rielfaela die NSgliehkeit einer Kontrolle. I m  Gegensatz 
dazu kann die Interpolationsformel fiir den Gesarntdruck unmittelbar 
gepriift werden. 

6 Einwi~nde gegen die G/iltigkeit dieser Gleiehung wurden yon K. Freden- 
hagen, vgl. etwa Z. Elektroehem. angew, physik. Chem. 48, 136 (1942), er- 
hoben. 

6 In Ilandbueh der Physik, Bd. X, S. 405. 1926. 
])as weniger interessante Problem bei vorgegebenem Pl (x) die Funktion 

fiir den Gesamtdruek P zu ermitteln, fiihrt auf eine inhomogene Differential- 
gleiehung erster Ordnung und ist daher gesehlossen 16sbar. 
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Aus diesen Uberlegungen geht wohl schlfissig hervor, dab die graphische 
Integration gegenfiber allen algebraischen Veffahren einen erhebliehen 
Vorzug besitzt, was fiir Mehrstoffsysteme noeh mehr gelten muB. Be- 
sonders deutlieh zeigt sieh die ~berlegenheit der graphischen Methode 
bei azeotropen Misehungen, da hier einfache Beziehungen herrsehen, 
auf die unseres Wissens nirgends aufmerks~m gemaeht wurde. Fiir den 

dP 
azeotropen Punkt  ist: d x  = 0 und es gilt: x + = pl+/P +, das heigt, 

,9 

Abb. 1. KonstTuktion der Pa~tialdrucke und der Tangenten der Partialdruckkurven fiir die azeotrope 
Konzentration. (Praktisch kt~nn man ebenso grit einen ha,lb graphischen und halb rechnerischen 

Weg einschlagen.) 

man gelangt sofor~ graphisch zu den beiden Partialdrucken ffir die azeo- 
trope Konzentration x +, indem, wie in Abb. 1, Maximal- bzw. Minimal- 
drucke fiber die Achsen der Reinstoffe aufgetragen und kreuzweise mit 
den Ursprungspunkten verbunden werden. Darfiber hinaus ist es ebenso 

dpl , dp~ 
exakt m6glich, die Werte yon ~ -  una ~ ffir x+, das sind die Tangenten 

an die Par~ialdruckkurven, ffir die azeotrope Zusammensetzung zu 
konstruieren. Bilden wit in G1. (2) den Grenztibergang fiir x+, so erhi~lt 

dpl 
man Ifir ~ -  eine unbestimmte Form und nach Anwendung der Regel 

yon de l'Hopital den Ausdruck: 

~ ] x +  - ~ • + px+ (1 - -  x+) ~ - j z + .  (4) 
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Die graphische Ermittlung geht ebenfalls aus Abb. 1 hervor. Je nach 
dem Vorzeichen ergibt sich eine stabile und eine instabile L5sung. Die 
Genauigkeit der Tangentenkonstruktion h~ingt natfir!ich yon der Qualit~t 
der experimentell gefundenen Dampfdruckkurve ab. Es soll allerdings 
nicht verschwiegen werden, dab graphische Differentiationen nicht allzu 
genau durchzuffihren sind. Gegebenenfalls kann man eine halb graphische, 
halb rechnerische Auswertung w~hlen. Zusammen Init den Tangenten, die 
sieh aus dem Raoult- bzw. dem Henryschen Gesetz sofort angeben lassen, 
besitzen wir nunmehr ffir jede Partialdruckkurve drei Punkte mit ihren 
Tangenten, was uns bei azeotropen Gemischen bereits einen ausge- 
zeichneten 13berblick fiber den ungef~hren Verlauf gestattet. Man 
erkennt aus dieser Konstruktion ferner, dull pl  + immer etwas kleiner 
als pl ~ (Dampfdruck des Stoffes 1) und damit das Maximum kleiner 
Ms p~~ sein mul~, weft ja die Partialdruckkurve kein Maximum haben 

d'2 p . 
darf - -  dies wfirde Entmischung bedeuten. Da ~ -  lm Falle eincs 

Maximums nega t iv i s t ,  linden wir eine weitere Grenzbedingung; sind 
n~mlich die beiden Gr61]en unter der Wurzel entgegengesetzt gleich, 
,so heil~t dies, dal3 die ~ax ima  yon P notwendig sehr flach sein mfissen, 
was bei Durchmusterung zahlreicher azeotroper Mischungen auch tat- 
s~ehlich festgestellt werden kalm. 

Auch fiir den Schnittpunkt (x') der beiden Partialdruekkurven 
p 

leitet sieh wegen /91 ----P2 ~ - ~  eine einfache Beziehung ab, die sich 

als Hilfsmittel Ifir die graphische LSsung erweist; man erh~ilt 
dpl / dpe 
d x /  dx ~ - ( x ' - - l ) / x ! .  Bei dieser Gelegenheit sei noch erw~ihnt, 

dal3 der Ansatz yon M. A. Rosano//s allgemein nicht erffillt ist. 
Dal~ die graphische Integration viel gfinstiger als eine algebraisehe 
Auswertung ist, kann auch aus einer kiirzlich erschienenen Arbeit yon 
L. Ebert und Mitarbeiter 9 gefolgert werden. Diese Autoren weisen nach, 
dail bei Benfitzung des speziellen L5sungsansatzes yon Margules das 
Verhalten nieht idealer LSsungen fiber einen grSl~eren Konzentrations- 
bereich einigermatlen exakt nur durch Gleichungen wiedergegeben werden 
kann, die eine relativ grol3e Z~hl yon Konstanten enthalten (in manchen 
F~illen sind sechs und Inehr Konstanten erforderlich), wodureh der 
Wert der L6sungsvorschl~ge nach Margules usw.  sehr eingeschr~Lnkt 
wird. Schliel~lieh ist unmittelbar aus der Form der Differentialgleiehung (3) 
zu sehen, dal~ man keine einfaehen Ausdrficke ffir die Partialdrucke 
erwarten kann. 

s M. A. Rosano]], C. W. Bacon, J. JF. W. Schulze, J. Amer. chem. Soc. 36, 
1993 (1914). 

9 L. Ebert, H. Tschamler lind H. Wgchter, Mh. Chem. 80, 731 (1949). 
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B. D ie  A n w e n d u n g  d e r  g r a p h i s c h e n  M e t h o d e  be i  t e r n ~ r e n  
S y s t e m e n .  

Die dargelegten Grfinde lassen es wiinschenswert erscheinen, die ffir 
bin~re Systeme entwiekelte Methode auch auf Dreistoffmisehungen 
auszudehnen. Bei tern~ren Systemen wird die Beziehung zwisehen 
Dampfdruck und Zusammensetzung zweckm~$ig in einem r/~umliehen 
Koordinatensys~em dargestellt, in welchem der Druek fiber dem iiblichen 
Konzentrationsdreieek aufgetragen wird. Den zwei Partialdruck- und 
der Totaldruckkurve des Zweistoffgemisches entsprechen hier drei 
Partial- und eine Totaldruckfl~che und die Duhem.Gibbssche Differential- 
beziehung kann in Form der Gleiehung: 

~ln p, ~In p~ 01n P3 _ 0 (i = 1, 2, 3) (5) 
xl  ax--~-- + x2 - - ~  + x3 exi 

geschrieben werden, wobei die Neigung der Partialdruckfl~chen in zwei 
Riehtungen eindeutig definiert ist. Unter  Beriicksichtigung der Be- 
ziehungen: P ~ p~ -~ P2 + Pa und x 1 + x 2 + x a = 1 erh~lt m~n ffir Px 
und P2 als Funktionen yon x 1 uncI x~ folgende Bestimmungsgleiehungen: 

8pl Op 2 
( xI P - -  Pa + xz ira - -  xl Pz) P2 ~ . ~  + ( xz P - -  P2 + xl P ~ - -  x2 Pl) P1 o--X1 = 

aP 
= (x~ + x 2 - -  1) p~ P2 ~x~' (6a) 

( xl P - -  P l  + x2 Pl - -  xl P2) P2 - ~  § ( x~ P - -  P2 § xl  P2 ~ x2 Pl) Pl ex2 

~P 
= (xl + x 2 - - I )  PlP~ ~x~" (6b) 

Bei tern/~ren azeotropen Gemisehen ~ = 0 gelten wieder ganz 

~hnliehe ~berlegungen wie im Zweistoffsystem. Es ist p~+ = x~ +. P+ usw., 
ferner l~gt sieh leieht ftir diesen ausgezeiehneten Punkt  der Ausdruck: 

dx I /+ ~ dx~ ]+ ~ dx~ ~+ ~ dx~ ]+ 
gewinnen. 

Eine unmittelbare Ubertragung tier fiir binhre Systeme entwickelten 
graphischen Integrat ionsmethoden auf Dreistoffgemische ist nicht 
m6glich, doch kann eine etwas modifizierte Methode angewendet werden, 
die zun~chs~ wieder fiir den bin~ren Fall erl~utert sei. Durch G1. (2) 
ist die Neigung der Part ialdruckkurve als Yunktion der Neigung der 
Gesamtdruekkurve und der Werte yon x, P und p~ oder p~ dargestellt. 
Es i/~$t sich nun, wenn P a l s  Funktion yon x gegeben ist, yon einem 
gegebenen Wert  yon p~ oder p~ ausgehend die Partialclruckkurve stiick- 
weise zeiehnen, indem man nach G1. (2) aUS der Neigung der Totaldruck- 
kurve die Neigung einer der Part ialdruekkurven best immt und ein kleines, 
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noeh sis geradlinig anzusehendes Stiick der Kurve  zeichnet. Damit  
bekommt man einen neuen Punkt  der Kurve  und kann so fortfahrend 
die ganze Part ialdruckkurve aufbauen. Die zul~ssige GrSBe des Inter-  
valles, in welehem die PartiMdruckkurven als geradlinig angesehen 

werden diiffen, kann nach 

[ao~: 1/ 

/ 

I " 

I 
bCzi'~a't 17/P/P1 

. . . . .  t 
Abb. g, ~omogramm zur graphischen Integration des 
Partialdruckes einer bin~ren Mischung aus dem Ge- 

samtdruek. 

der Krt immung der Total- 
druckkurve beurteilt werden, 
dem~ ein annghernd gerad- 
liniger Verl~uf dieser bedingt 
aueh einen ebensolchen fiir die 
Partialdruckkurve. Als Aus- 
gangspunkt kann man einen 
beliebig gegebenen Punkt  der 
Part ial4ruckkurve beniitzen, 
bei azeotropen Misehungen 
etw~ den leieht zug~nglichen 
azeotropen Punkt.  Ebenso 
ist es m6glich, den Ausgangs- 
punkt  im Bereich der ver- 

Abb. 3 .  Lage der Punkte im 
Konzentrationsdreieck. 

diinnten LSsung zu w~hten, in dem noch das RaouIt- bzw. Henrysehe  
Gesetz erffillt ist, wit dies yon Orlicek 1 getan wurde. Dazu forint man 
G1. (1) so urn, da~ man einen logarithmischen MaBstab einfiihren kann: 

din P 
( l - - x )  dln x dln Pl 

- ( 6 )  
dhl x p J P  - -  x 

Dies erweist sich zweckm~Big, weft man dann kleine Werte yon x mit 
einbeziehen kann. Die praktische Auswertung l~Bt sich z. B. mit  Hilfe 

zr des in Abb. 2 angegebenen Nomogramms durch- 
fiihren. 

Die Integrat ion im terngren System er- 
folgt ebenso schrittweise wie bei der oben er- 
lguterten Methode. Da aber die L~ge einer 
Fl~che aus der Neigung in zwei Richtungen be- 
s t immt ist, muB die Integration, beginnend yon 
jeweils zwei Punkten,  in zwei Richtungen vor 
sich gehen, z. B. in x 1 und x~. Wean in A'  und 
A"  die Partialdrucke gegeben sind (Abb. 3; die 
3 Punkte  sind: links A',  rechts B, unten A " ) ,  

so ist daraus nnd aus dem Gesamtdruck in B der Partialdruck in B 
zu bestimmen, indem man yon A'  in der Richtung x 1 um das Inter-  
vall A x  1 lind yon A"  in der Richtung x~ um A x  2 fortschreitet. Die 
Intervalle sind d~bei so zu wghlen, d a b  die Neigung der Parti~ldruek- 
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und der Gesamtdruekfl~ehe als konstant  angesehen werden kann. Der 
gesuchte Partialdruek pi im Punkt  B ist offenbar durch die Gleichungen: 

Pi Pi' @ A X 1 OPi . Pi" OPi Oxt' P i =  + Ax~ (7a, b) - -  Ox e 

mit  den Partialdrueken Pi' nnd Pi" der Komponente  i an den Stellen A'  
und A "  verkniipft. Unter  Berfieksiehtigung, dab 

~ln Pi 1 ~Pi 
~xz - -  Pi ~x 1 und wegen des kleinen Intervalls 

1 ~p~ 
Pi' axl 

gesetzt werden darf l~ gehen die G1. (7a, b) fiber in: 

Pi __ [ _~_ A x l .  O l n p i  Pi  Olnpi (8a, b) 
Pit  -~X-- 1 I l I l d  pi,,Z----- 1 ~-  /] X 2 . OX 2 

Setzt man diese Ausdrficke in G1. (5) tin, so ergibt sieh: 

( p3"x~ 1 ) + p ~ (  p J x '  1 ) - -  p~' P ;  (9a) 
P~ Pl' xa P~" xa xa 

I p3'~'x~ -1 +p ~  1 -- P. (9b) 
Pl ~ Pl" x3 p~" x3 x3 

Sehreiben wir diese in der Form:  

p ~ . a ' - ? p 2 . b ' - - - - e '  bzw. P l " a " i P 2 " b  . . . .  = c  , 

dana  erhalten die eingestriehenen und zweigestriehenen a, b, c neben 
der Konzentrat ion in B die bekarmten Partialdrucke in A'  bzw. A".  
Aus den beiden Gleiehungen berechnet sieh Pl und P2 in B zu: 

b' c" - -  b" c' a '  c" - -  a" c' 
I91 -  b 'a" - -b"a"  und p~ = a, b,, a,, bT ; (lOa, b) 

l)a ist dann aus diesen und dem Gesam~druck P sofort zu ermitteln. 
Die praktisehe Auswertung erfolgt am besten wieder nomographiseh. 
Spezielle gralohisehe L6sungen ergeben sich, wem~ man - -  wie bereits 

bei Drudcer G angedeutet ist - -  vom Punkt  Pl = P~ des bin~ren Systems 
ausgehend, in das Dreistoffsystem sehrittweise hinein integriert. In  der 
Sehnittlinie der Fl~tehe pl(X~,X2) und p2(x~,x~) wird notwendig 
@1 dp~ 
~ =  ~ und wit erhalten die schon vom binaren System bekannte 

Vereinfaehung. Die $-Koordinate steht in Beziehung zum Gesamtdruck 
und kann dadureh best immt warden. Man hat  nach der Projektions- 
kurve  der Schnittlinie Pl = P2 fortzufahren. 

10 Eine analoge Gleichung gilt fiir Pi" mid x 2. 


